PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD DE LAS ISLAS BAL EARES.

1.- Considera las matrices A:[

MATEMATICAS II. JULIO 2021

12 1
, B= 3 .
10 2 -5

(a) Calcula los determinantes: det(A), det(B). (2 puntos)
(b) Calcula la matriz producto B-A, la matriz transpuesta (B- A). (3 puntos)
(c) Para que se cumpla la relacién A-X = B-A, cuantas filas y columnas debe tener la matriz X? (2 puntos)
(d) Calcula la matriz X que satisface a la relacién A-X = B-A. (3 puntos)
a)
12 3 1
det (A) =|A| = =-2 det (B) =|B|= =-15-2=-17
10 2 -5
b)
1\ (1 2\ (4 4 -
A= =[4© (BA) = 3
2 5){10 -3 4 6 4
c)
Como son todas matrices 2 x 2 la matriz X lo es también
AX =BA=> A'AX =A"BA= IX =A"BA= X =A7BA
0 1
. 11 . 0 -2 0 -2
COmo|A|:—2¢o:>A‘1:iadJA‘:>A‘: —adjA' = —at= L =1 1]|=
Al 2 0 -1 1 2) (-1 1) |2 -2
2 2
3 4
_ 1 0 -2)(3 1)(1 2\ 1 0 -2)(4 6y 1 (-6 -8)_
(2) -1 1){2 5)110) (2)(-1 1)(3 4) (-2) (-1 -2 %1



2.- Una empresa fabrica tres tipos de bombilla: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la tipo B
tiene 20 puntos LED, y la tipo C tiene 50 puntos LED. El nimero de bombillas de 10 puntos LED fabricadas
diariamente es A veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa saber cuantas
bombillas de cada tipo puede fabricar diariamente.

(a) Si A =2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300 bombillas:

(i) plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. (3 puntos)

(ii) clasifica el sistema de ecuaciones lineales vy, si es posible, determina cuantas bombillas de cada

tipo se pueden fabricar. (4 puntos)
(b) Si A= 3, y la empresa fabrica diariamente 1000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones lineales y
determina el nimero de puntos LED necesarios. (2 puntos)
En este caso, cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar? (1 punto)
a)
)

A+B+C =1300 A+B+C =1300

10A +20B +50C = 30000 = { A+ 2B +5C = 3000
A=2C A-2C =0

i)
11 1 1 1 1

|Al=1 2 5/=0 1 4 :1[‘]_11 _43‘:—3+4:1:>rang (A) =3 =Namero deincognitas
10 -2 |0 -1 -3

Sistema Compatible Determinado

1300 1 1
3000 2 5
0 0 -2 1300 1
A=l— — 1 =(-2 =(-2) {2600 - =(-2) [{-400) =
1 ( )E~]3OOO 2‘ (-2) {2600 -3000) = (-2) [{-400) = 800
1 1300 1
0 1700 4
0 -1300 -3 E~]17oo 4‘
B=———'= =-5100 +5200 =100
1 -1300 -3

A+B+C =1300 = C =1300 -800 -100 = 400 = Solucién = (A ,B, C) = (800,100, 400) bombillas
b)
A+B+C =1000 ([ A+B+C =1000
10A +20B +50C ={10A +20B +50C =
A=3C A-3C=0
1 1 1) |11 1] 1 1 1
|A|=]10 20 50[=|0 10 40/=[0 0 0|=0= rang (A)=2<Nameroincognitas
1 0 -3 [0 -1 -4 |0 -1 -4
Debe de ser un Sistema Compatible Indeterminado = rang (A) =rang (A/B) =2
1 1 1000} (1 1 1| 1000
A/B=|10 20 50/ X |=/0 0 0 [X~-10000|= X -10000 =0 = X =10000 puntos LED
1 0 -3 0 0 -1 -4| -1000
A =3C = 3C +B+C =1000 = B =1000 - 4C = Solucién = (A, B, C) = (3C, 1000 - 4C, C)



e™ -1

3.- Considera la funcion f :R - R definida por f(x) =< 2x s x#0,

b si x=0.
(a) Estudia la continuidad de la funcion f en los puntos xo # 0. (3 puntos)
(b) Calcula la relacion que debe haber entre a 'y b para que f sea una funcién continua en el punto xo = 0.

(5 puntos)
(c) Si para los valores de a =2y b = 1, f es una funcion derivable en el punto x = 0, calcula f ‘(0). (2 puntos)

a)
lim e* -1_e™ -1 _e° ~1_1-1_0_ . ae™ _ae®® _ae’ _ a _a
f(X):e _1:> x-0 %X 2|:+U)_ (?_ 0 0 x-00 2 2+ 2* 20 2:>
2x im e -1 e -1 ¢° -1_1-1_0_ . ae™ _ae®™ _ae®” _al_a
x-0" 20" 210 0 0O 0 x-00 2 2 2 2 2
Dom(f) = OxOR/x#0
b)
ax _ aD __ 0 _ ) ax al0 0
imf(x)=b=limf(x)=limS1=® ~1-€ 710 qproppman  =jm2e" 8" _ae _a_,
X0 X0 x-0 22X 2.0 0 0 x-0 2 2 2 2
8-p=a=2
2
c)
er_
Sia=2yb=1tenemosfx)={ 2x > X7
1 si x=0.
e*-1 1 e -1-2x
_ -~ - - 2X_ _ 2(0)_ _ _ _
) = im O _p_2x Ty 2x i@ 1-2x_e 122(0):1 1-0_0_,
x-0 x-0 x=0 X X0 X x=0 2 2(0) 0 0
" . e .e?0 _ 1 - " . X
= [ e = 2 22 20€0 -2 21-2 O pwtpey | = i 2 € 2 lim(e) =
-0 4x 4(0) 0o o0 x-0 4 x-0

=e?® =% = 1. Es decir la derivada en x =0 es f '(0) = 1.



4 .- El nimero de individuos de una poblacién en un determinado instante de tiempo, t, expresado en millo-

2
nes de individuos, viene dado por la funcionP(t) = (1t5+—+1;2 donde la variable real t = 0 mide el nimero de
afios transcurridos desde el 1 de enero de 2000.
(a) Calcula la poblacion que habia el 1 de enero del afio 2000. (2 puntos)
(b) Prueba de que el numero de individuos de la poblacién consigue un minimo. Qué afio se alcanza este
minimo? Cuantos de individuos habra al afio del minimo? (4 puntos)
(c) Calcula el tamafio da de la poblacion, esto es el nUmero de individuos, que habra a largo plazo.
(4 puntos)
a)
2
P() = % =15 15 millones
(0+1) 1
b)
2t(t+ 1)*-2(t+1) (15+t? 2t(t+ 1)-2(15+t? 210t.30-2t2 2(t-15
P(t) = ( 4)( ). (3 ). 2 #2302 _ 2(H15) o) 20— t-15=0=1=15
(t+1) (t+1) (t+1) (t+1)
t+1)°-3(t+1)? (t-15 t+ 1)-3(t-15 - 46-2t 46-2-15
(t+1) (t+1) (t+1) (t+1) (15+1) 65536

Minimo cuando t = 15 afios

15  t? 15 15
C154+€ 154 o e e . et oz L 041 .
P =1lim =lim =—=|lim————=Ilim = = =1 millén
xeo(t+ 1) xoet? +2t+1 0 xeet? 2t 1 xee, 2 01 2.1 1+0+0
—+ =+ = 1+—+ 1+ —+
2 2t t? ®w oo



5.- Dadas las rectas (I){y =x+3, (“){y =-1/2,

Z=2X+ 2, X=2z+3,
(a) Calcula la ecuacion vectorial de cada una de las rectas (1) y (ll). (1 punto)
(a) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (1) que contiene a la recta (1). (3 puntos)
(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (II) que pasa por el punto (-1, 0, 2). (3 puntos)

(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (ll) que pasa por el origen. (3 puntos)

a) Llamandole rectar a (1) yrectas a (1)

X=A
= R(0,3,2
E{Y_)2(++312:>r5 y=3+A4 :{_E ):>(x,y12)2(01312)"'/](1,1,2)
Z=2x+2, 7=249) v, =(1,1,2)
X=3+2u 1
_[y=-12, _ _ 1 8(3’_5’0J B 1
S_{X:22+3,:>S_ y= E = . :>(X,y,Z)—(3, Eroj"',u(z,o,l)
=y v, =(2,0,1)

b) Es el plano 77 formado por los vectores directores de las rectas, que no serén paralelas, y el vector RG,
siendo R un punto de la recta r (tomaremos el indicado en su ecuacion) y G el punto genérico del plano;
estos tres vectores son coplanarios y el producto mixto de ellos (el volumen del paralelepipedo que forman)
es nulo y el plano buscado

{\T,:(l,l,z) 1

1
= — # == No son paralelos

v,=(2,0,1) 2 0

v, =(1,1,2) X y-3 z-2

v, =(2,0,2) sm={l 1 2 |=0=x+4(y-3)-2(z-2)-(y-3)=0=>
RG=(x,y,z)-(0,3,2)=(x,y-3,2-2) 2 0 1

x+3(y-3)-2(z-2)=0=>m=x+3y-2z-5=0

c) Es una plano 77" con vector director el de la recta s, perpendicular al vector AG, siendo A el punto dado y
G el punto genérico del plano; el producto escalar de ambos vectores es nulo y la ecuacién del plano bus-
cado

v =(11,2)
AG=(x,y,z)-(-1,0,2)=(x+1,y,z-2)
X+1+y +22-4=0=>m=x+y+22-3=0

d) El vector director de la recta t, perpendicular a la vez a los dos vectores directores de las rectas, es el
producto vectorial de ambos.

=v, AG=v, [AG=0=(1,1,2)[{x+1,y,z-2)=0=

T:(llz)ﬁﬁﬂﬁijk L
{; T v o=y, 0Ov, v =1 1 2=0=v, =i+4j-2k-j=i+3]-2k=>v, =(1,3,-2)=
v, =(2,0,1) ’ 0 1
X=n
t=<y=3ny
z=-2n



6.- Dados los puntos P=(1,0,1),Q=(1,1,00yR = (0, 1, 1).

(a) Comprueba que P, Q y R no estan alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene y por vértices P, Q y R. (3 puntos)
(d) Calcula, de forma razonada, la condicion que deben cumplir a, b y ¢ para que los puntos P, Q, Ry

S =(a, b, ¢) pertenezcan a un mismo plano. (2 puntos)

a) Si los puntos P,Q y R no estan alineados los vectores PQ y PR no son iguales o proporcionales

__ =>—% 1 = No son paralelos,ni proporcionales = No estan alineados
PR=(0,1,1)-(1,0,1)=(-1,1,0) -1 1

b) Es el plano 77 formado por los vectores PQ, PR y el vector PG, siendo G el punto genérico del plano;
estos tres vectores son coplanarios y el producto mixto de ellos (el volumen del paralelepipedo que forman)
es nulo y el plano buscado

oo

{%z(l,l,o)—(l,o,l):(0,1,—1) _ PQ_(O'l_’_l) et yoze
_ = PR=(-1,1,0)=(1,-1,0) >m=|0 1 -1|=0=
PR=(0,1,1)-(1,0,1)=(-1,1,0) PG = (x,y,2)~(1,0,1) = (x~L,y .z 1) 1 -1 o
-y —(z-1)-(x-1)=0=(x-1)+y+(z-1)=0= m=x+y+z-2=0 (Ecuacion continua).
X=2-A-u
En forma vectorial, tomandoy=A0R yz=uy0OR, m=<y= A
z= H

(c)
Sabemos que el area de un triangulo PQR es la mitad del area del paralelogramo que determinan su lados
PQ vy PR, es decir la mitad del médulo ( || || ) determinado por los vectores PQ y PR, luego el Area del

triangulo es = (1/2)J]PQxPR]|.

PQ=(1-1,1-0,0-1)=(0, 1, -1); PR=(0-1,1-0,1-1)=(-1,1,0)

ik
POQXPR=[0 1 -1 =i(0+1)-j0-1)+k(0+1)=(1,1,1);
110
IPOXPR]| = v( (1)2+(1)2+(1)2) =V(3). Area del triangulo es = (1/2) DPQXPR|| = (1/2)&(3) u? 00’866 u2.

(d)
Calcula, de forma razonada, la condicion que deben cumplir a, b y ¢ para que los puntos P, Q, Ry
S =(a, b, ¢) pertenezcan a un mismo plano.

S tiene que verificar la ecuacion del plano (en for ~ ma continua) determinado por P, Q y R del apartado
(b), es decirtenemos:a+b+c-2=0



7.- En una urna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. se realiza el experimento aleatorio de
extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucién o en la urna.
Calcula la probabilidad de los siguientes eventos:

(a) A = “ambas bolas son rojas". (2 puntos)
(a) B = “ambas bolas son del mismo color". (3 puntos)
(c) C ="“al menos una bola se roja". (3 puntos)
(d) D = “ninguna de las dos bolas se roja". (2 puntos)

En una urna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el experimento aleatorio de
extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucion a la urna.

Calcula la probabilidad de los siguientes eventos:

(a)

A = “ambas bolas son rojas".

Sea Ri el suceso extraer bola roja en lugar i. Sea Bi el suceso extraer bola blanca en lugar i. Sea Ai el suce-
so extraer bola azul en lugar i.

Tenemos p(R1) = 12/25; p(B1) = 8/25; p(A1) = 5/25; p(R2/R1) = 11/24; p(R2/B1) = p(R2/A1) = 12/24;
p(B2/B1) = 7/24; p(B2/R1) = p(B2/A1) = 8/24; p(A2/A1) = 4/24; p(A2/R1) = p(A2/B1) = 5/24;

Piden p(“ambas bolas son rojas") = p(R 1Y R2) =p(RinR2) =
= p(R1)-p(R2/R1) = (15/25)-(11/24) = 7/20 = 0'35.
(b)

B = “ambas bolas son del mismo color".

Piden p(“ambas bolas son del mismo color") =p(R 1Y R2) +p(B1yB2) +p(A1y A2) =
=p(R1inR2) + p(B1nB2) + p(A1nA2) = p(R1)-p(R2/R1) + p(B1):-p(B2/B1) + p(A1): p(A2/A1) =
= (15/25)-(11/24) + (8/25)-(7/24) + (5/25)-(4/24)= 143/300 00'4766667.

(©)

C ="al menos una bola se roja".
Al menos una es roja es lo contrario de ninguna es roja

Piden p(“al menos una roja”) = 1 - p(ningunaroja)=1-p( norojalal®ynorojala2® )=
=1 - p(no roja la 1#)-p(no roja la 22, sabiendo que la primera no ha sido roja) =
=1-(13/25)-(14/24) = 1 - 91/300 = 209/300 = 0'699997.

(d)

D =“ninguna de las dos bolas se roja".

Piden p(“ninguna roja”) = p(norojalal2ynorojala22 )=
=p(no roja la 1#)-p(no roja la 22, sabiendo que la primera no ha sido roja) =
= (13/25)-(14/24) = 91/300 = 0'3033333.



8.- La estatura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de media 160 cm y desviacion
tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su estatura:

(a) sobrepase los 170 cm. (3 puntos)
(b) sea menor que 155 cm. (3 puntos)
(c) esté comprendida entre 155 cm y 170 cm. (4 puntos)

La estatura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de media 160 cm y desviacion
tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su estatura:

(@)

sobrepase los 170 cm.

X = estatura de las personas, sigue una distribucion normal N(u, o) = N(100, 10)

Nos piden p(X =2 170) = {tipificando} = p(z > %j = p(Z = 1) = {suceso contrario} =
=1-p(Z<1)=1-08413=0'1587.
(b)
sea menor que 155 cm.

. - 155 - 160 , . . ,
Nos piden p(X < 155) = {tipificando} = p| Z < 10 =p(Z £-0'5) = {simetria} = (Z = 0'5) =

{suceso contrario} =1 - p(Z<05) =1- 06915 = 0'3085.
(©)

esté comprendida entre 155 cm y 170 cm.

155 - 160 170 - 160
Z<

10 10
=p(Z<1)-p(Z<-05)={apartados a 'y b} =0'8413 - 0’3085 = 0'5328.

IN

Nos piden p(155 < X <170) = {tipificando} = p( j =p(-05<z<1)=



Tabla de la normal N(O, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 | 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 | 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 | 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 | 0.6331 .0.6368 | 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 | 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 | 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 | 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 | 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 | 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 | 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 | 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 | 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 | 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 | 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 | 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.934 0.9357 0.9370 | 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 | 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 | 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 | 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 | 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 | 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 | 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 | 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 | 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 | 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 | 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 | 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 | 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 | 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 | 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 | 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 | 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 | 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0;9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0:9996 | 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 | 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




